Всероссийская олимпиада школьников, I этап – школьный, 2018-2019 уч. год
                                                 Математика,  8 класс.  
                                  Задания, ответы и критерии оценивания
1. Робинзон Крузо каждый второй день пополняет запасы питьевой воды из

источника, каждый третий день собирает фрукты и каждый пятый день ходит на охоту. Сегодня, 13 сентября, у Робинзона тяжёлый день: он должен делать все эти три дела. Когда у Робинзона будет следующий тяжёлый день?

Ответ. 13 октября.

Решение. Будем считать, сколько дней прошло, начиная с «тяжёлого». Если это  число делится на 2, то Робинзон должен пополнить запас воды. Если делится на 3, то пополнить запас фруктов. А если делится на 5, то сходить на охоту. А если он  делает все три дела одновременно, то, значит, количество прошедших дней  делится и на 2, и на 3, и на 5. Впервые это произойдёт через  НОК (2; 3; 5) = 2∙3∙5 = 30 дней. Так как в сентябре 30 дней, то следующий   тяжёлый день будет 13 октября.

2. Замените в выражении (x3-2)2  + (x2 +  *)2    звёздочку (*) на одночлен так, чтобы  после возведения в квадрат и приведения подобных слагаемых получилось четыре  слагаемых.

   Решение. Заменим звёздочку (*) на 2х:

(x3-2)2  + (x2 +  2х)2    =  x6 +4x3 + 4+ x4  +4x3   +4x2    = x6 + x4  +4x2    + 4

Комментарий.

Проанализируем ситуацию в предположении, что коэффициент при одночлене может быть отрицательным (слагаемое может быть одночленом с отрицательным  коэффициентом).

После раскрытия первой скобки образуется три слагаемых: x6,  -4x3,  4. Посмотрим, как может измениться сумма после раскрытия второй скобки:

1) если сумма во второй скобке равна 0, то слагаемых останется всего 3.

2) если сумма во второй скобке является ненулевым одночленом (т. е. звёздочка

заменена на одночлен вида ax2, где a ≠ –1), то к общей сумме добавится одночлен  степени 4, а т.к. среди имеющихся таких нет, то получится 4 слагаемых:

x6,  -4x3,   4, (a+1)2 x4.

3) если степень одночлена не равна 2, то после возведения второй скобки

в квадрат появится ещё три слагаемых, итого получится 6. Чтобы после

приведения подобных их осталось 4, либо одно из трёх новых слагаемых должно полностью сократиться с одним из трёх имеющихся, либо степени двух слагаемых из первой тройки должны совпасть со степенями двух из второй тройки. Очевидно, что с 4 сократится ничего не сможет. Если сократится член x6, то  * = - х5 /2.
 Если сократится -4x3, то * = 2x . Рассмотрим случай совпадение двух

пар степеней. Степени слагаемых первой тройки 0, 3, 6. Во второй тройке степени 4, k+2, 2k (где k – степень *). Очевидно, что k+2 и 2k не могут быть одновременно  равны каким-то двум из чисел 0, 3, 6.

Таким образом, * можно заменить на одночлены ax2, a ≠ -1, - х5 /2, 2x и во всех этих случаях после приведения подобных итоговая сумма будет состоять из суммы четырёх одночленов. Заметим, что это будет сумма одночленов с положительным коэффициентами только в случае замены * на 2x.

3. В подводном царстве живут осьминоги с семью и восемью ногами. Те, у кого  7 ног, всегда врут, а те, у кого 8 ног, всегда говорят правду. Однажды между  тремя осьминогами состоялся такой разговор.

Зелёный осьминог: «У нас вместе 24 ноги».

Синий осьминог: «Ты прав!»

Красный осьминог: «Глупости, Зелёный говорит ерунду!»

Сколько ног было у каждого осьминога? Ответ обоснуйте.

Ответ. У Зелёного осьминога 7 ног, у Синего осьминога 7 ног, у Красного

осьминога 8 ног.

Решение. Из условия задачи следует, что количество ног и правдивость

высказываний связаны однозначно. Синий и Красный осьминоги про слова

Зелёного осьминога произнесли противоречащие друг другу фразы. Значит, кто-то из них сказал правду, а кто-то ложь. А это, в свою очередь, означает, что у кого-то из них 7 ног. Таким образом, слова Зелёного осьминога – ложь (в противном случае у каждого из трёх осьминогов должно быть по 8 ног, иначе общее  количество ног меньше 24). Подведем итоги: Зелёный осьминог сказал ложь, у него 7 ног; тогда Синий осьминог сказал ложь, у него 7 ног, а Красный осьминог сказал правду, у него 8 ног.

4. На стандартном тетрадном листе в клетку нарисован угол (см. рисунок).

Найдите его величину, не используя измерительные инструменты. Ответ

обоснуйте.
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Ответ. 45°.

Решение. Соединим две «крайние» точки отрезком (как на рисунке).

Получившийся треугольник – равнобедренный, так как две его стороны АВ и ВС являются диагоналями трёхклеточных прямоугольников. Диагональ АВ делит  угол прямоугольника с вершиной В на два угла, дополняющих друг друга до прямого. 
Треугольники ADB и CEB равны по двум катетам, значит, равны их

соответствующие углы. И значит, угол CBE дополняет угол ABE до прямого.

Таким образом, треугольник АВС – равнобедренный и прямоугольный. Его углы А и С при основании АС равны по свойству равнобедренного треугольника и  имеют величину 45° по теореме о сумме углов треугольника.

Комментарий. Если соединить точку В с серединой АС, мы также получим

равнобедренный прямоугольный треугольник. Рассуждения аналогичны.

5. Все натуральные числа, сумма цифр в записи которых делится на 5, выписывают в порядке возрастания: 5, 14, 19, 23, 28, 32, … Чему равна самая маленькая  положительная разность между соседними числами в этом ряду? Приведите  пример и объясните, почему меньше быть не может.

Ответ. Наименьшая разность равна 1, например, между числами 49999 и 50000.

Решение. Разность меньше 1 быть не может, так речь идёт про разность

различных натуральных чисел.

Комментарий. Как догадаться до решения.

Понятно, что если два соседних числа отличаются только в разряде единиц, то разность между ними равна 5 (например, 523 и 528). Значит, нужно, чтобы числа  отличались и в других разрядах. Можно попробовать взять большее число  круглым, тогда числа будут отличаться минимум в двух разрядах. Возьмем,  например, 50, предыдущее число 46, а разность равна 4. Если взять 500, то  предыдущее число 497 и разность равна 3. Осталось подобрать такое число нулей, чтобы разность была равна 1.

6. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АВ на стороне СВ выбрана  точка D так, что CD = AC – AB. Точка М — середина AD. Докажите, что угол  BMC — тупой.
Решение.

Так как CD = AC – AB = BC – AB, получаем, что DB = AB, а значит, треугольник  ABD равнобедренный. Тогда его медиана BM является и высотой, т. е. угол BMD  прямой. Значит, └BMC = └BMD+ └DMC=900 +
└DMC>900  тупой.
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