Всероссийская олимпиада школьников, I этап – школьный, 2018-2019 уч. год
                                                 Математика,  10 класс.
Задания, ответы и критерии оценивания
1. Если число 10010 записать в виде суммы десяток (10 + 10 + 10 + …), то сколько  получится слагаемых?

Ответ. 1019 .

Решение. 10010= 1020  =10 ∙1019 . Значит, всего будет 1019 слагаемых.
2. Петя сбегает с четвёртого этажа на первый на 2 секунды быстрее, чем мама

едет на лифте. Мама едет на лифте с четвёртого этажа на первый на 2 секунды  быстрее, чем Петя сбегает с пятого этажа на первый. За сколько секунд Петя  сбегает с четвёртого этажа на первый? (Длины пролетов лестницы между всеми  этажами одинаковы).

Ответ. За 12 секунд.

Решение. Между первым и четвертым этажами 3 пролета, а между пятым и

первым — 4. Согласно условию, Петя 4 пролета пробегает на 2 секунды дольше, чем мама едет на лифте, а три пролета — на 2 секунды быстрее мамы. Значит, за 4 секунды Петя пробегает один пролет. Тогда с четвертого этажа на первый (т. е. на 3 пролета) Петя сбегает за 4 × 3 = 12 секунд.
3. Даны два уравнения ax2 + bx + c = 0 и cx2 + bx + a = 0, в которых все коэффициенты ненулевые. Оказалось, что они имеют общий корень. Верно ли, что a = c?

Ответ. Нет, не верно.

Решение. Достаточно привести пример двух таких уравнений. Например,

уравнения x2 – 3x + 2 = 0 и 2x2 – 3x + 1 = 0 имеют общий корень x = 1.

Комментарий. Можно указать общие свойства таких уравнений. Пусть x = t — общий корень, то есть выполнены at2 + bt + c = 0 и ct2 + bt + a = 0. Тогда

–bt = at2 + c = ct2 + a  => at2 – ct2 = a – c=>  (a – c)(t2 – 1) = 0.

Если a ≠ c, то t = ± 1. Вывод: если дана пара таких уравнений, для которых ac,  то общий корень равен 1 или –1. Тогда коэффициенты удовлетворяют
соотношению a  b + c = 0. Нетрудно подобрать такую тройку, в которой a ≠ c.
4. Сколько существует трёхзначных чисел, которые в 5 раз больше произведения своих цифр?

Ответ. Одно число 175.

Решение.

Первый способ. В составе цифр, которыми записывается число, нет цифры 0, иначе не может быть выполнено условие задачи. Данное трехзначное число получено умножением на 5 произведения своих цифр, следовательно, оно делится на 5. Значит, его запись оканчивается цифрой 5. Получаем, что произведение цифр, умноженное на 5, должно делиться на 25. Заметим, что чётных цифр в записи числа быть не может, иначе произведение цифр было бы равно нулю. Таким образом, трехзначное число должно делиться на 25 и не содержать чётных цифр. Таких чисел только пять: 175, 375, 575, 775 и 975. Произведение цифр искомого числа должно быть меньше 200, иначе, умноженное на 5, даст четырехзначное число. Поэтому числа 775 и 975 заведомо не подходят. Среди оставшихся трёх чисел только 175 удовлетворяет условию задачи.

Второй способ. Заметим (аналогично первому способу решения), что последняя цифра искомого числа – 5. Пусть a, b, 5 – последовательные цифры искомого числа. По условию задачи имеем: 100a + 10b + 5 = a·b·5·5. Поделив обе части уравнения на 5, получаем: 20a + 2b + 1 = 5ab. После вычитания из обеих частей равенства 20а и вынесения за скобки общего множителя в правой части, получаем: 2b + 1 = 5a(b – 4a) (1). Учитывая, что a и b могут принимать натуральные значения от 1 до 9, получаем, что возможные значения а – только 1 или 2. Но а = 2 не удовлетворяет равенству (1), в левой части которого нечётное число, а в правой при подстановке а = 2 получается чётное. Итак, единственная возможность а = 1. Подставив это значение в (1), получаем: 2b + 1 = 5b – 20,  откуда b = 7. Ответ: единственное искомое число — 175.
5. В некоторой школе каждый десятиклассник либо всегда говорит правду, либо  всегда лжёт. Директор вызвал к себе нескольких десятиклассников и спросил  каждого из них про каждого из остальных, правдивец тот или лжец. Всего было  получено 44 ответа «правдивец» и 28 ответов «лжец». Сколько правдивых ответов  мог получить директор?
Решение. Если вызвано n десятиклассников, то дано n(n – 1) = 44 + 28 = 72

ответа, откуда n = 9. Пусть из этих 9 школьников t правдивцев и (9 – t) лжецов.

Ответ «лжец» может дать только лжец про правдивца и правдивец про лжеца,

таких фраз было 2t(9 – t) = 28, откуда t = 2 или t = 7. Если правдивцев двое, то они дали 2 · 8 = 16 правдивых ответов. Если правдивцев семеро, то они дали 7 · 8 = 56  правдивых ответов.

Комментарий. Обратите внимание на то, что из условия следует, что правдивыми являются половина из ответов «лжец». Но сразу не ясно, какова доля  правдивых ответов «правдивец».
6. В четырехугольнике диагонали перпендикулярны. В него можно вписать

окружность и около него можно описать окружность. Можно ли утверждать, что это квадрат?
Ответ. Неверно.

Решение. Рассмотрим в окружности диаметр АС и   перпендикулярную ему хорду ВD, не проходящую через   центр (см. рисунок). Покажем, что четырёхугольник АВСD удовлетворяет условию задачи. Для этого достаточно  доказать, что в него можно вписать окружность. В  окружности диаметр делит перпендикулярную ему хорду пополам, значит, в треугольнике ВАD высота является  медианой и этот треугольник является равнобедренным: АВ = АD. Аналогично,  СВ = СD. Так как суммы противоположных сторон четырехугольника АВСD  равны, в него можно вписать окружность.

