Всероссийская олимпиада школьников, I этап – школьный, 2018-2019 уч. год
                                                 Математика,  11 класс.  
                           Задания, ответы и критерии оценивания
1. За лето однокомнатная квартира подорожала на 21 %, двухкомнатная — на

11 %, а суммарная стоимость квартир — на 15 %. Во сколько раз однокомнатная    квартира дешевле двухкомнатной?

Ответ. В полтора раза.

Решение. Пусть однокомнатная квартира стоила a рублей, двухкомнатная —

b рублей. Тогда из условия задачи следует, что 1,21a + 1,11b = 1,15(a + b), откуда  1,5a = b.

2.  Найдите какую-нибудь пару натуральных чисел a и b, бóльших 1, удовлет-
воряющих уравнению a13 · b31 = 62015.

Решение. Достаточно привести один пример.   Так как 2015 = 13 · 155 = 31 · 65,  подходят a = ( 2155), b = 365. Действительно,  ( 2155)13 · (3)65= 22015 · 32015 = 62015.

Комментарий. Кроме ещё одного очевидного варианта a = 32015, b =   265могут  быть и другие. Например, можно действовать так:

2015 = 5 · 13 · 31 = 2 · 13 · 31 + 3 · 13 · 31 = 62 · 13 + 39 · 31,

(662) 13 · (639)31 =   62015, a = 662, b = 639.

Аналогично можно получить числа a = 1862 = 262 · 3124, b = 2413 = 239 · 313.

3. Постройте график функции у    =  sin х _      
                                                       │ cosх│
[image: image2.emf]
Ответ. См. рисунок.

Решение. Используя определение модуля, получаем, что

В точках, где sin x=0, функция не определена.

4. Петя на ребре AB куба ABCDA1B1C1D1 отметил точку X, делящую ребро AB

в отношении 1 : 2, считая от вершины A. Приведите пример, как Петя может

отметить на рёбрах CC1 и A1D1 соответственно точки Y и Z, чтобы треугольник XYZ был равносторонним. Пример обоснуйте.

[image: image1.emf]Решение. Отметим точки Y и Z так, что  A1Z : ZD1 = 2 : 1, C1Y : YC = 2 : 1. Равенство сторон   треугольника XYZ следует, например, из равенства

ломаных XAA1Z, ZD1C1Y и YCBX.

Пусть a — длина ребра данного куба. Тогда звенья

ломаных равны    XA = ZD1 = YC =  a /3,

AA1 = D1C1 = CB = a,

A1Z = C1Y = BX = 2a/3.
Из равенства треугольников

Δ XBC = Δ YC1D1 =  Δ ZA1A

(прямоугольные треугольники с равными катетами) следует, что XC = YD1 = ZA.

Ребро CC1 перпендикулярно грани ABCD, значит, угол  XCY = 900 , т.е., треугольник  XCY прямоугольный. Аналогично прямоугольными являются треугольники YD1Z,  ZAX. Из равенства треугольников   Δ XCY =  Δ YD1Z =   Δ ZAX (прямоугольные треугольники с равными катетами) следует, что XY = YZ = ZX, что и требовалось  доказать.

Замечания. 1. Стороны треугольника XYZ — диагонали равных прямоугольных параллелепипедов с ребрами a,  a /3,   2a/3, где a — длина ребра данного куба. Их длины можно вычислить, используя пространственную теорему Пифагора.

2. Нетрудно доказать, что точки X, Y и Z переходят друг в друга при повороте

куба на 120° вокруг диагонали B1D.

5. В некоторой школе каждый десятиклассник либо всегда говорит правду, либо всегда лжёт. Директор вызвал к себе нескольких десятиклассников и спросил  каждого из них про каждого из остальных, правдивец тот или лжец. Всего было  получено 44 ответа «правдивец» и 28 ответов «лжец». Сколько правдивых ответов  мог получить директор?

Ответ. 16 или 56.

Решение. Если вызвано n десятиклассников, то дано n(n – 1) = 44 + 28 = 72

ответа, откуда n = 9. Пусть из этих 9 школьников t правдивцев и (9 – t) лжецов.

Ответ «лжец» может дать только лжец про правдивца и правдивец про лжеца,

таких фраз было 2t(9 – t) = 28, откуда t = 2 или t = 7. Если правдивцев двое, то они дали 2 × 8 = 16 правдивых ответов. Если правдивцев семеро, то они дали

7 × 8 = 56 правдивых ответов.

Комментарий. Обратите внимание на то, что из условия следует, что правдивыми являются половина из ответов «лжец». Но сразу не ясно, какова доля  правдивых ответов «правдивец»

6. В четырёхугольнике диагонали перпендикулярны. В него можно вписать

окружность и около него можно описать окружность. Можно ли утверждать, что  это квадрат?
Ответ. Неверно.

Решение. Рассмотрим в окружности диаметр АС и  перпендикулярную ему хорду ВD, не проходящую через  центр (см. рисунок). Покажем, что четырёхугольник АВСD  удовлетворяет условию задачи. Для этого достаточно  доказать, что в него можно вписать окружность. В  окружности диаметр делит перпендикулярную ему хорду пополам, значит, в треугольнике ВАD высота является медианой и этот треугольник является равнобедренным: АВ = АD. Аналогично,  СВ = СD. Так как суммы противоположных сторон четырехугольника АВСD  равны, в него можно вписать окружность.
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