Всероссийская олимпиада школьников, I этап – школьный, 2018-2019 уч. год
                                                 Математика,  9 класс.  
                             Задания, ответы и критерии оценивания
1. Натуральное число называется палиндромом, если оно не изменяется при записывании его цифр в обратном порядке (например, 626 — палиндром, а 2015 —нет). Представьте число 2015 в виде суммы двух палиндромов.

Ответ. 2015 = 1551 + 464

Комментарий. Чтобы найти решение, можно было рассуждать так:

Так как 2002 не подходит, значит, большее слагаемое имеет вид 1AA1. Тогда

второе слагаемое должно заканчиваться на 4, так как оно равно 2015 – 1AA1, т. е.

имеет вид 4B4. Итак, 2015 – 1AA1 = 4B4. Получаем

2015 − 1001 − 404 = AA0 + B0,

т. е. 61 = AA+ В, откуда AA = 55, В = 6.

2.  Замените в выражении (x4- 3)2  + (x3 +  *)2    звёздочку (*) на одночлен так, чтобы  после возведения в квадрат и приведения подобных слагаемых получилось четыре  слагаемых.

   Решение. Заменим звёздочку (*) на 3х:

(x4-3)2  + (x3 +  3х)2    =  x8 -6x4 + 9+ x6  +6x4   +9x2    = x8 + x6  +9x2    + 9
Возможен другой ответ: *=√ 6x2
3. В подводном царстве живут осьминоги с семью и восемью ногами. Те, у кого 7 ног, всегда врут, а те, у кого 8 ног, всегда говорят правду. Однажды между тремя осьминогами состоялся такой разговор.

Зелёный осьминог: «У нас вместе 24 ноги».

Синий осьминог: «Ты прав!»

Красный осьминог: «Глупости, Зелёный говорит ерунду!»

Сколько ног было у каждого осьминога? Ответ обоснуйте.

Ответ. У Зелёного осьминога 7 ног, у Синего осьминога 7 ног, у Красного

осьминога 8 ног.

Решение. Из условия задачи следует, что количество ног и правдивость

высказываний связаны однозначно. Синий и Красный осьминоги про слова

Зелёного осьминога произнесли противоречащие друг другу фразы. Значит, кто-то из них сказал правду, а кто-то ложь. А это, в свою очередь, означает, что у кого-то из них 7 ног. Таким образом, слова Зелёного осьминога — ложь

(в противном случае у каждого из трёх осьминогов должно быть по 8 ног, иначе  общее количество ног меньше 24). Подведем итоги: Зелёный осьминог сказал  ложь, у него 7 ног; тогда  Синий осьминог сказал ложь, у него 7 ног, а Красный осьминог сказал правду,  у него 8 ног.
4. Дима должен был попасть на станцию в 18:00. К этому времени за ним должен  был приехать отец на автомобиле. Однако Дима успел на более раннюю  электричку и оказался на станции в 17:05. Он не стал дожидаться отца и пошёл ему навстречу. По дороге они встретились, Дима сел в автомобиль, и они приехали домой на 10 минут раньше рассчитанного времени. С какой скоростью  шёл Дима до встречи с отцом, если скорость автомобиля была 60 км/ч?

Ответ. 6 км/ч.

Решение. Дима приехал домой на 10 минут раньше, за это время автомобиль

дважды проехал бы путь, который Дима прошёл. Следовательно, на пути

к вокзалу отец на автомобиле сэкономил 5 минут и встретил Диму в 17:55.

Значит, Дима прошёл расстояние от вокзала до встречи с отцом за 50 минут, то  есть он шёл в 10 раз медленнее автомобиля, и его скорость была 6 км/ч.

5. Сколько существует трёхзначных чисел, которые в 5 раз больше произведения  своих цифр?

Ответ. Одно число 175.

Решение.

Первый способ. В составе цифр, которыми записывается число, нет цифры 0, иначе не может быть выполнено условие задачи. Данное трехзначное число получено умножением на 5 произведения своих цифр, следовательно, оно делится на 5. Значит, его запись оканчивается цифрой 5. Получаем, что произведение цифр, умноженное на 5, должно делиться на 25. Заметим, что чётных цифр  в записи числа быть не может, иначе произведение цифр было бы равно нулю.

Таким образом, трехзначное число должно делиться на 25 и не содержать чётных  цифр. Таких чисел только пять: 175, 375, 575, 775 и 975. Произведение цифр искомого числа должно быть меньше 200, иначе, умноженное на 5, даст  четырехзначное число. Поэтому числа 775 и 975 заведомо не подходят. Среди оставшихся трёх чисел только 175 удовлетворяет условию задачи.

Второй способ. Заметим (аналогично первому способу решения), что последняя  цифра искомого числа – 5. Пусть a, b, 5 – последовательные цифры искомого числа. По условию задачи имеем: 100a + 10b + 5 = a·b·5·5. Поделив обе части  уравнения на 5, получаем: 20a + 2b + 1 = 5ab. После вычитания из обеих частей  равенства 20а и вынесения за скобки общего множителя в правой части,  получаем: 2b + 1 = 5a(b – 4a) (1). Учитывая, что a и b могут принимать  натуральные значения от 1 до 9, получаем, что возможные значения а – только 1  или 2. Но а = 2 не удовлетворяет равенству (1), в левой части которого нечётное  число, а в правой при подстановке а = 2 получается чётное. Итак, единственная  возможность а = 1. Подставив это значение в (1), получаем: 2b + 1 = 5b – 20,  откуда b = 7. Ответ: единственное искомое число – 175.
6. В треугольнике АВС медиана, выходящая из вершины А, перпендикулярна

биссектрисе угла В, а медиана, выходящая из вершины В, перпендикулярна

биссектрисе угла А. Известно, что сторона АВ = 1. Найдите периметр треугольника АВС.

Решение. Пусть АМ – медиана, проведённая из вершины А. Тогда в треугольнике ABM биссектриса угла В перпендикулярна стороне AM, т. е. биссектриса является  и высотой. Значит, этот треугольник равнобедренный, AB = BM = 1.  Но тогда ВС = 2BM = 2. Аналогично из второго условия получаем, что сторона АС  в два раза больше АВ, т. е. периметр треугольника АВС равен 1+ 2 + 2 = 5.
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